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Muitas das fungdes especiais que ocorrem em aplicagdes da Matematica sdo definidas por processos
infinitos, tais como, séries, integrais, iteracdes. A fragcdo continua € um desses processos.

Definicdo 1: Umafragdo continua é uma expressdo daforma
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Definicéo 2: Consideremos a seqliéncia {Cn }::O :
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C, éon-ésimo convergente dafragdo continua definida acima
A frag8o continua

€=1+- — — — (2.1)
1-1+1-1+ 1 —--

€ uma expansdo da funcdo exponencial. Euler obteve uma outra expansao

gopil X X X X 2.2)
1+2+x+ 6 +10+14 +---

Os convergentes dessa fragdo continua sdo fungdes racionais que podem aproximar valores de €.



Podemos, por exemplo, aproximar €' = 0.367879441171... através dos convergentes de (2.2).
Comparando com os val ores obtidos pela série de Taylor:
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e = lext e iy X X (2.3)
2 3 4 n!
com X = —1, obtemos os seguintes valores:
N° de termos Convergentes Taylor
1 0 1
2 1 0
3 0.3333333333 0.5000000000
4 0.3684210526 0.3333333333
5 0.3678756477 0.3750000000
6 0.3678794561 0.3666666667
Outra expans3o paraafuncio e* é
gop X X X X X X X (2.4)

1-2+3-2+5-2+7~—---

Definicdo 3: Dizemos que uma fragdo continua corresponde a uma série de poténcias se os
convergentes de ordem n da fragdo continua, quando expandidos em série de poténcias, coincidem

com os N+1 primeiros termos da série.
Por exemplo, afragéo continua (2.1) corresponde a série (2.3), pois,
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Fazendo a aproximacdo de e * através dos convergentes de (2.1) e (2.4) assim como foi feito para
(2.2) e comparando com a série de Taylor temos

N° de termos Convergentes (2.1) | Convergentes(2.4) Taylor
1 1 1 1
2 0 1 0
3 0.333333333 0.333333333 0.500000000
4 0.352941176 0.375000000 0.333333333
5 0.351351351 0.368421052 0.375000000

Percebemos que mesmo convergindo mais lentamente do que (2.2), as fragdes continuas (2.1) e (2.4)
ainda convergem mais rapidamente do que a série de Taylor.



Para calcular a expansao de uma funcdo em fracdo continua, podemos utilizar substituicoes sucessivas.

Sga f umafuncdo. Caculamos T,,T,,...,T, 4,..., taisque

f=a,+T,

T2
a+T,
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T = b 2<i<n,
a1'+Ti+l

onde by, a,,b sdo escolhidos arbitrariamente e podem ser funcdes dos argumentos de f . Deste
modo, temos que

by b b b, 4 b,
f=a +T, = —g+x 2 O B
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Continuando esse processo de substitui¢des sucessivas, obtemos a fragdo continua. Utilizando esse
processo obtemos a seguinte expansdo paraafuncdo In(1+ x)
In(l+x)—5 —_— — — (2.5)
1+ 1+ . '
Calculando as aproximagdes de In(1.5) = 0.4054651... através dos convergentes de (2.5) e da série
de Taylor dafuncdo In(1+ Xx)

2 3 4 n
InM+x) = x>+ XX L X
2 3 4 n

obtemos os seguintes resultados fazendo x = 0.5

N° determos Conver gentes Taylor
1 05 0.5
2 0.400000 0.375000
3 0.406250 0.416666
4 0.405405 0.401041

Um outro exemplo de expansdo de fungdes em fragdes continuas, devido a Lambert, € o seguinte:
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Essa equacdo é definida por meio de

g () =lmC,(x), [¥<1. 2.7)



Se considerarmos que a equacado é valida, obtemos, entdo, um método alternativo para calcular valores
da funcdo tg*(X) . Se o método é prético, depende de quéo rapidamente a equacdo (2.7) acima ira
convergir. Para verificarmos isto numericamente, vamos calcular o vaor de
tg ' (1/ \/§) =716~ 0.5235987756 usando a sequéncia C,(1/ \/§) para N> 2 e comparar Com 0S

valores obtidos pela série de Taylor paraafuncéo tg ™ (X) , dada por
tgfl(x):)(_x_+x__x_+... (28)

Fazendo x=1/ \/é em (2.6) e em (2.8), obtemos os seguintes valores:

N° de termos Conver gentes Taylor
1 0.577350269 0.577350269
2 0.519615242 0.513200239
3 0.523891910 0.526030245
4 0.523577450 0.522975481
5 0.523600319 0.523767457
6 0.523598903 0.523551464

Esta tabela mostra que obtivemos sei's casas decimais de precisdo no sexto convergente e apenas
guatro na série de Taylor com seis termos. Daremos, agora, um outro procedimento pelo qual uma
fragdo continua pode ser obtida a partir de uma série.
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